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V Exercice M.1
Enoncé

Calculer le développement limité au voisinage du peett si possible, au voisinage de 0, des
fonctions suivantes a I'ordre demandeé :

1.f(x) =&alordre 5

2.f(x) =Inxal'ordre 5

3.f(X) =In(1+x) al'ordre 5 etal'ordre 1

4. f(

X) = 1 a l'ordre 5 puis a l'ordre 1
14x
5.f(x) = 1—x a l'ordre 5 puis a l'ordre 1
6.f(x) = (1+x)*al'ordre 5 puis a l'ordre 1
7.f(x) =cos xa l'ordre 5
8. f(x) =sin xa l'ordre 5 puis a l'ordre 1
19.f(x) =tgxa l'ordre 5

Solution

Toutes les questions impliquent la commaselées  de fagcon élémentaire. Quand le voisinage
| N'est pas précisé en option, il est sous-entendu qué c'est
1.
> series(exp(x),x=a);#DL a I'ordre 5 au voisinage de a
series(exp(x),x); #DL a l'ordre 5 au voisinage de O

Fref(x—a)+ = fx—al+ Lt x—a’+ L fx—a)l+t-— fx—a)’

2 6 24 120
+0((x—a)°
1 1 1 a4, 1 6
1+x+ X + s X+ o2 X T 120 X+ 0(x°)

2.

7> series(log(x),x=a); #DL de la fonction logarithme au
voisinage de a
1 1 2 1 3 1 4 1 5

In(a) + a (x—a) — g (x—a) +§ (x—a)” — H (x—a) +§ (x—a)
 +0((x—2a)%
3.

> series(log(1+h),h=a); #DL a l'ordre 5 de la fonction log(1+h)
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au voisinage de a
series(log(1+h),h=a,2)#DL a I'ordre 1 de la fonction log(1+h)
au voisinage de a
series(log(1+h),h)#DL a l'ordre 5 de la fonction log(1+h)au
voisinage de O
series(log(1+h),h,2);#DL a 'ordre 1 de la fonction log(1+h)
au voisinage de 0
1 3

1 1 2
In(il+a)+——h—a)— — (h—a)"+ —5 (h—a
ety 7 2u+aﬂ( ) 3u+aﬁ( )

—— 1 h-ats L : (h—a)®+0((h—a)°)

4(1+a)t 5(1+a)

1 a2
|m1+ay+1+a(h a) +0((h—a)9)

1,2, 1,3 1,4, 1.5 6
h—5h+§h—zh+gh+dh)
i h + O(h?)
%Le dernier output rappelle I'approximation bien connue "pehit", on aln( 1+ h) = h.
4.
> series(1/(1+x),x=a);#DL a l'ordre 5 de la fonction 1 /(1+x) au
voisinage de a
series(1/(1+x),x=a,2);#DL a l'ordre 1 de la fonction 1/(1+x)au
voisinage de a
series(1/(1+x),x);#DL a 'ordre 5 de la fonction 1/(1+x) au
voisinage de 0
series(1/(1+x),x,2);#DL a l'ordre 1 de la fonction 1/(1+x) au
voisinage de 0

1 1 1 2 1 3 1
— X—a)+——F X—-a) —————— X—a) + ——— (X
1+a  (1+4a)? (1+a)° (1+a)* (1+a)°
—a)t— = (x—a)°+0((x—a)°)
(1+a)
1 1 2
— (x—a) +0((x—a)?)
l+a  (1+a)?
1-x+X X+ =X +0(x°)
. 1—x+0(X)
: n Al 1 —~ _
7S|x petit”, on a1+X ~1-—xX
5.
> series(1/(1-x),x=a);#DL a 'ordre 5 de la fonction 1 /(1-x) au

voisinage de a
series(1/(1-x),x=a,2);#DL a l'ordre 1 de la fonction 1/(1-x)
au voisinage de a
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series(1/(1-x),x); #DL a I'ordre 5 de la fonction 1/(1-x) au
voisinage de O

series(1/(1-x),x,2);#DL a 'ordre 1 de la fonction 1/(1-x) au
voisinage de O

— — + —
1-a  (ita(i-a T Giataoa XY
- L (x—a)’+ L (x—a)*
(-1+a)(1—a) (-1+a)* (1-a)
- ﬂ (x—a)>+0((x—a)°)
(-1+a)°(1—a)
1 1

. . a2
-2 (1tai—a X" Folx-a)

14+ x+ X2+ +xX +x2+0(x°)
1+x+0(X)

Si x"petit”, on aL =~1+Xx

1-x
6.
> series((1+x)"alpha,x=a)#DL a l'ordre 5 au voisinage de a
series((1+x)"alpha,x=a,2);#DL a l'ordre 1 au voisinage de a
series((1+x)"alpha,x);#DL a l'ordre 5 au voisinage de 0

series((1+x)"alpha,x,2)#DL a l'ordre 1 au voisinage de 0
(1+a)%a 1 (1+a)%a(a—1)

(1+a) +1—+a(X—a)+E (]_+a)2

1 1+a)%a(a—1) (a—2)
6 (1+a)®
1 (1+a)%a(a—1) (a—2) (e—3)
24 (1+a)’

1 (1+a)%x(o—1) (a—2) (a—3) (0. —4)
120 (1+a)°

(1+a)%«a
1+a

2

(x—a)

+ (x—a)3

4

+ (x—a)

+ (x—a)’+0((x—a)®)

(14+a)*+ (x—a) +0((x—a)?)

1 1 1
1+ocx+§oc(oc—1)x2—|-goc(oc—1) (o —2) x3+§oc(oc—1) (a—2) (&

_3) x4+%0 a(a—1) (6—2) (0—3) (a—4) ¥ +00E)

I 1+ox+0(x)
| Six"petit", ona( 1+x)* =1+ ax
7.
> series(cos(x),x=a); #DL de la fonction cosinus a I'o rdre 5 au
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voisinage de a
series(cos(x),x); #DL de la fonction cosinus a l'ordre 5 au
voisinage de 0

coga) —sin(a) (x—a) — 1 coga) (x—a)2+ L sin(a) (x—a)3+ 1 coga) (x

2 6 24
_aio L _ )5 _ )6
a)" = 75g sin(@) (x—a) +0((x—a)°)
12148
I 1 2><2-|—24x-|—0(x)
8.
> series(sin(x),x=a); #DL de la fonction cosinus a I'o rdre 5 au

voisinage de a

series(sin(x),x=a,2); #DL de la fonction cosinus a l'ordre 1
au voisinage de a

series(sin(x),x); #DL de la fonction cosinus a l'ordre 5 au
voisinage de O

series(sin(x),x,2); #DL de la fonction cosinus a l'ordre 1 au
voisinage de O

sin(a) +coga) (x—a) — % sin(a) (x—a)z— % coga) (x—a)3—|— 2—14 sin(a) (X
4, 1 )5 .6
—a)" + o5 coda) (x—a) +0((x—a)®)

sin(a) +coga) (x—a) + O( (x —a)?)
x—%x3+ix5+0(x6)

120
i x+ O(X°)
| Si X "petit", on a sin x= x.
o,
> series(tan(x),x=a);#DL de la fonction tangente a I'o rdre 5 au

voisinage de a

series(tan(x),x); #DL de la fonction tangente a l'ordre 5 au

voisinage de a
tan(a) + (1 +tana)?) (x—a) +tana) (1+tana)?) (x—a)’+ (% tan(a)?
5

+tan(a)? + %) (x—a)®+ (5 tana)® + tan(a)® + % tar{a)) (x—a)?

+ (2tar(a)4+tan(a)6+ 1—; tan(a)? + 1%) (x—a)’+0((x—a)®)
1 2 6
X+ 3 X + i X 4+ 0(x°)

T Exercice M.2
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| Enoncé
En économie, on érige l'approximation(In+h) = h en quasi-dogme. Ainsi, le logarithme d'un
indice d'une grandeur statistique serait automatiqguement son taux de croissance. Montrez
| graphiquement qu'il s'agit bien d'une approximation et non d'une égalité.
[Solution
Manifestement, le graphique suivant montre qu'il ne faut pas confondreHm) £th quand la
| variable économique étudiée connait des taux de croissance supérieurs a 20%.
> dI1l:=convert(series(log(1+h),h,2),polynom);
plot({dl1,log(1+h)},h=0...2);
dil:=h
2 —_
1,59
1 —
0,57
oO———————T 777771 T 1 T T
0 0,5 1 1,5 2
h

V¥ Exercice E.1

| Enoncé

Appliquez la fonction-procédure de calcul d'une différentielle exposée dans la section
Différentielle aux situations microéconomiques suivantes.

o
1. La fonction d'utilité génériqug =U (c), puis la fonction d'utilité spécifiqué =

2. La fonction de production générique a une variable (le tr&aify (L), puis la fonction de
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2

production particulier® =L 3

3. La fonction de codt total génériqGe= C(Q), puis la fonction de codt particuliére
C=3Q+5Q —10 Q-+ 25.

ESolution

Rappelons la fonction-procédure de calcul d'une différentielle d'une fonction queltanquant
La.

7> restart;
Dy:=(f,a,dx)->D(f)(a)*dx;
Dy:= (f,a dx) —=D(f) (a) dx

| (3.2)
[II ne reste plus qu'a I'appliguer aux notions micom@miques.

1. Pour toute quantité donnée de consommatiteccroissement de consommatdarva se
_ traduire par la variation d'utilitdU :

> dU:=Dy(U,c,dc);
| du:=D(U) (c) dc (3.2)

o

Pour la fonction d'utilité) = 1 on aura :
L a -

> U:=c->calpha/(alpha-1);

simplify(dU);
(04
U:=c—
a—1
a—1
d
& oad (3.3)
o—1

[2. Pour un volume d'emplbidonné, I'accroissemedlit amenera la variatiatQ du volume produit
> dQ:=Dy(F,L,dL);

dQ:=D(F) (L) dL

(3.4)
2
| Pour la fonction de productidp= L3, on aura :
> F:=L->L7N2/3);
dQ;
Fi=L—L*®
2 % (3.5)

3. Pour un volume de productiQdonné, I'accroissemeti amenera la variatiaiC du codt total

7> dQ:='dQ";#il faut libérer dQ de I'assignation faite
guestion précédente

dC:=Dy(C,Q,dQ);

dans la

dQ:=dQ
. dC:=D(C)(Q) dQ
[Pour la fonction de co@ =3 Q°' +5 Q2 — 10 Q+ 25, on aura:

(3.6)
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> C:=Q->3*Q"3+5*Q"2-10*Q+25;
dc;
C:=Q—-3Q+5QF—100Q+25

(9 Q%+ 10 Q—10) dQ (3.7)
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