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V Exercice M1
Enoncé

[Soit la fonctiorf (x, y) = Xy .
E + v
| 1. Calculer les dérivées partiellesfde
| 2. Calculer les élasticités fipar rapport et ay.

Solution
[La fonctionf est définie sui2 — { (0, 0) }.
> restart;
f :=(x,y)->(x"alpha*y)/(x"2+y"2);
x*y
fi=(xy) — (1.1)
X+ ¥

1. Le calcul des dérivées partielles ne présente aucune difficulté, que ce soit pour récupérer une
Lexpression ou une fonction.

> Xpfx:=diff(f(x,y),x);#expression dérivée partielle p ar
rapport a x
Xpfy:=diff(f(x,y),y);#expression dérivée partielle par
rapport ay
fpx:=D[1](f);#fonction dérivée partielle par rapport a x
fpy:=D[2](f);#fonction dérivée partielle par rapport a y

__ Xay  2xXyx
Xpfx: x(x2—|—y2) (X2+y2)2
Xpfy := X _ 23y
VTR ()
fox:= (x,y) — X(XO(y — Z)gyX
pXx (X Y) x(><2+y2) (X2+y2)2
x* 2%\ (1.2)

fpy:=(x.y)—>xz+y2 - (2 +4)°

2. L'élasticité dé par rapport a la variableest, par définition :
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of
X o (X%Y)
e(f;x) =
L f(xy)
> Efx:=simplify(x*Xpfx/f(x,y));#€élasticité par rapport ax
Efy:=simplify(y*Xpfy/f(x,y));#€élasticité par rapport a 'y
Efy = (x><2+ocy2—2)@
X+
X~y
Efy:= —5—= (1.3)
i X 4y
Exercice M2
Enonceé
[Calculer une valeur approchéex%fe1 ~%au point(x, y) = (10.1, 9.95.
| Solution

La question est floue au sens ou on ne connait pas vraiment la précision demandée. Généralement
on se contente d'une approximation affine, qui correspond en Maple a l'utilisation directe de

. mtaylor a l'ordre 1.
> restart;
f :=(x,y)->x"alpha*y”(1-alpha);#définition de la fonction
dqg:=simplify(mtaylor(f(x,y),[x=10,y=10],2));#partie
principale du développement a l'ordre 1
X,y:=10.1,9.95;#coordonnées du point considéré
dg;#valeur approchée (a I'ordre 1) de la fonction au point
considéré
fr=(xy) =Xty ¢
dg=y—ay+ax
X, y:=10.1,9.95
9.95+0.15 o (2.2)
' Mais comme tout est trés simple avec Maple, riemterdit de demander une approximation plus
_fine, par exemple quadratique.
> restart;
f :=(x,y)->x"alpha*y”(1-alpha);
dg:=simplify(mtaylor(f(x,y),[x=10,y=10],3));;#partie
principale du développement a l'ordre 2

X,y:=10.1,9.95;
dg;##valeur approchée (a l'ordre 2) de la fonction au point
considéré
fr=(xy) =Xty ¢
dg:=y+aoax— ocy——oc)FJr— 2)/2 1 x2 + x20c+iocxy
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X, y:=10.1, 9.95
9.95+ 0.14887500 o 0.001125000 %c (2.2)

[on peut bien entendu augmenter encore l'ordre du développement.

Exercice M3
Enoncé

Calculer Ia différentielle de(x y,2) = (¢ +y) €enM=(a, b, c).

| Solution

Aprés avoir rappelé la fonction-procédure Dt exposée dans la section "Développements limités et
différentielles”, on I'applique a la fonctifnpuis on attribue aux variables muettegetzles
L valeursa, b etc puisque la différentielle doit étre calculée au pbint

> restart;
Dt:=(f,V)->add(diff(f,v)*cat(d,v),v=V);#appel a la fonction-
procédure Dt
df:=Dt((x"2+y)*exp(z).{x.y,z});#utilisation de Dt a la
fonction demandée
X,Y,Z:=a,b,c;#coordonnées du point M
df;#différentielle de fen M

0
= (f,V)aadd((E f) cat(d, v),v:V)
df ;=2 x&dx+ Edy + (¥ +y) €dz
XY,Z:=ab,c
2acdx+edy+ (a®+b) €€dz (3.1)

Exercice M4
| Enonce

Soitf : &£ — K&, une fonction de clas€® et soitV = (a, b). On consideére la fonction d'une variable
réelleg: t — g( ) —f(M+tH) ou H= (u, v).
Calculerg'(t) puis d'(t) etg™(t).
Application: f (x, y) =x° &, M= (15;7), H= (1, 1).
| Solution

La dérivée premiére de la fonctigrest la dérivée de la fonction de deux variabjes rapport &
LIl s'agit en fait de pratiquer une dérivation dite "en chaine", qui ne pose aucun probléme a Maple :

> restart;
gp:=diff(f(a+t*u,b+t*v),t);
gp:=D;(f) (a+tub+tv)u+Dy(f)(a+tub+tv)v (4.1)
[On procede de méme pour la dérivée seconde :
> gs:=simplify(diff(f(a+t*u,b+t*v),t$2));
gs:=D; 4(f) (a+tub+tv) W+ 2 ubD, ,(f) (@+tub+tv)v+D, ,(f) (@a+tub (4.2
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Eet pour la dérivée troisieme :

> gt:=simplify(diff(f(a+t*u,b+t*v),t1$3));

gt:=D, 4 4(f) (a+tub+tv) &’ +3U0D, ; Af) (a+tub+tv)v+3uD, , (f)(a (4.3)

+tub+tv)V+D, , ff) (@a+tub+tv) Vv

EL'appIication demandée se fait directement en particularisant la fonction et les points.
> fi=(x,y)->x"2*exp(y);
a,b,u,v:=15,7,1,1,

ap;

gs;

at;

fi=(xy)—>xXe
ab,uvi=15,7,1,1
2 (15+1) & T+ (15+1)%€ T
2d Pt 44 (154t e T 4 (15+1)% T

i 6€ Tt+6(15+1) e T4+ (15+1)2e (4.4)
Exercice E1
Enoncé

Dans le Capital de Karl Marx, le taux de prdfit,est égal au rapport de la plus-value abspluet
du capital-argent engagé par les capitalistes dans la prodectionou cexprime la valeur du
capital constant etle capital variable (qui rémunére les travailleurs).

1. On appelle plus-value relative et on note rapport de la plus-value absolue et du capital
variable. On appelle composition organique du capital et orkd@t@pport du capital constant au
capital variable. Montrer que le taux de profit est une fonctignedk.

| 2. Calculer la différentielle du taux de profit en fonction des différentiellpsetle

Solution

pl
1. En divisant le numérateur et le dénominateLtpdvt-:-LI parv, on aurdp = v _-_Pb_
c+v <. k+1
Y

Ainsi, le taux de profit est une fonction rationnelle de deux variables (explicatives) : le taux de plus-
| value relative et la composition organique du capital.

[2. On charge puis utilise la procédure de calcul de différentielle donnée dans le cours.
> Dt:=(f,V)->add(diff(f,v)*cat(d,v),v=V):
dtp:=Dt(p/(k+1).{p.k});

p dk n dp
(k+1)?  k+1

' Un accroissement du taux d'exploitatidp & 0) augmente le taux de profit alors qu‘un
| accroissement de la composition organique du capikak(0) le réduit.

dip:= - (5.1)

Exercice E2
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Enoncé

' Une fonction de production dite CES (Constant Elasticity of Substitution) s'écrit :
1

] —
axy) =AlaxP+ (1-a) yP]
ou xety représentent deux facteurs de productfoast un facteur d'échelle (réel strictement
| positif), o est un réel strictement compris entre 0 etdlestt un parametre réel.

[1. Montrer qu'une fonction Cobb-Douglas est une fonction CES pour laguelle

S xy)
2. Calculer le taux de substitution techniq%%i puis montrer qu'il est décroissant par
)

W(X!y

_rapport & sip >-1.
3. Calculer la matrice hessienne d'une CES par rapport aux deux facteurs de production puis son
| déterminant.

Solution

[Commen(;ons par poser I'expression d'une fonction CES ainsi que les hypotheses sur les paramétre
> restart;

Xpces:=A*(alpha*x"(-rho)+(1-alpha)*y”~(-rho))*(-1/rho);

assume(A>0,alpha>0,alpha<1);

1

Xpces:=A (ax P+ (1—0a)y") P (6.1)

[1. Considérons la CES comme une fonctiop de

> cesrho:=unapply(Xpces,rho);
1

cestho:=p—A~(a=x P+ (1— o) yP) P (6.2)

Elle n'est pas définie gn=0 (a cause de I'exposanil).
Y

> cesrho(0);
_Error, (in cesrho) nuneric exception: division by zero
Mais rien n'interdit de prolonger la fonction pantiouité. Calculons alors la limite de la CES
 quandp tend vers 0.
> limit(cesrho(rho),rho=0);
simplify(%,power);
X7y A~

o~

y
Xy A~ (6.3)

7A la limite, c'est a dire quand le paramétriend vers 0, une CES devient une fonction de
| production Cobb-Douglas.

[2. Considérons a présent la CES comme une fonction des deux varitlyles
> ces:=unapply(Xpces,(x,y));

1~ A\
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ces:= (x,y) > A~ (o=xP+ (1— o) y ) i (6.4)

Le taux de substitution technique est le rapport des dérivées partielles premieres. Il est lui-méme un

_fonction dex et dey.

> tst:=simplify(D[1](ces)(x,y)/D[2](ces)(x,y));

o~x P~ 1 y) +1
-1+ o~

' On doit montrer que les TST décroit quaraigmente. Calculons sa dérivée par rappopaur
| étudier son signe.

> tstx:=simplify(diff(tst,x));

tst:= - (6.5)

o=-xP 2 (p+1)y Tt
-1+ o~
Commex ety représentent des facteurs de production, ils prennent des valeurs strictement positives,

de sorte que P~ 2yp 1est positif. Le test suivant confirme alors que la dérivée du TST par rapport
| ax est strictement negative dans I'hypothésg est strictement supérieur a 1.

> is(alpha*(1+rho)/(-1+alpha)<0) assuming rho>-1;

tstx ;= (6.6)

| true (6.7)
3. Pour calculer le déterminant de la matrice hasgi@vec la commandeterminant  du
paquetagéinearAlgebra , celle-ci doit étre du typdatrix . Le plus simple est de charger le

| paquetagé&/ectorCalculus pour accéder a la commandessian .

> with(VectorCalculus):
D2ces:=Hessian(Xpces,[X,Y]);
whattype(D2ces);
1
" (x7)
2

A~(o=xP+ (1— =) yP)
X (o=xP+(1—0) yP)
1

A~ (o~ xP+ (1— o) y_p)_; a=-xPp
¥ (o=xP+(1—a)yP)
1

D2ces:=

A~ (o~ xP+ (1— o) y_p)_; o~x P
¥ (o=xP+ (1—0o~)yP)

21
N A~ (o=xP+ (1—0o~) yP) P
¥ (o=xP+(1—0~) yP)

(o]



A-(=xP+(1—o")y®)  (1—oa)yPp

Y (=xP+(1-a) y°)

A~ (o=xP+ (1—0o~) yP) e (1—a~) yP
Y (e=xP+ (1—e) yP)
21
LA (X (1-or) y) " (1=’ (y)p

V(o=xP+(1- ) y?)’ ‘

Matrix (6.8)

7> with(LinearAlgebra):
Determinant(D2ces);

0 (6.9)
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