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V¥ Exercice M1

[ Enoncé
Résoudre les équations de récurrence suivantes, d'abord en donnant la solution générale puis en
tenant compte de la condition initiale :

1.u(n +2un—1)=3rf+1etu0) =1

2.u(n+1):%ﬂetu(0):3
3.3unl) —3u(n)+n=1letu(0) =1
4.3un —u(n—1)=3"etu(0) =0

. -n _ _ 2e
5.un)+2u(in—1) +e —Oetu(O)—2e+1
6.UN) — = u(n—1) == —1etu(0) =0

2 on

7.2qn)—u(n—1):n2+ etu(0) =1

2n—l

[ Solution

Dans tous les cas, il s'agit d'équations de récurrence linéaires du premier ordre a coefficients
constants et avec second membre du type constant, polynémial, exponentiel ou mixte. La command

| rsolve  résout toujours ce genre de probleme.

1.
> egrecl:=u(n)+2*u(n-1)=3*n"2+1;#second membre polyném ial
initl:=u(0)=1,;
soll:=rsolve(eqrecl,u(t));#requéte d'une solution générale
soll1:=rsolve({egrecl,initl},u);#requéte d'une solution
particuliére
egrecl:=u(n) +2u(n—1) =3 i +1
initl:=u(0) =1
— t 1 5 13 5 t
sol1:=u(0) (-2)'+2 (t+1) (E t+1) — o t=o =2 (-2)
sol11:=% (-2)"+2 (n+1) (% n+1j —% n—%
2.

> egrec2:=u(n+1)=1/2*(u(n)+1);#second membre "déguisé"




init2:=u(0)=3;
sol2:=rsolve(eqrec2,u(t));#requéte d'une solution générale
sol22:=rsolve({egrec2,init2},u);#requéte d'une solution

particulieére
egrec2:=u(n—+1) :1 uin) + 1
2 2
init2:=u(0) =3
1\ 1y
12 := = | - = 1
SO u(0) ( 5 ) ( 5 ) +
1 n
$0122:=2 (—) +1
2
egrec3:=3*u(n-1)-3*u(n)+n=1;#équation écrite sous fo rme non
standard
init3:=u(0)=1,

sol3:=rsolve(eqrec3,u(t));#requéte d'une solution générale
sol33:=rsolve({egrec3,init3},u);#requéte d'une solution

particuliére
egrec3:=3u(n—1) —3u(n) +n=1
init3:=u(0) =1
— 1 2.1 1
sol3:=u(0) 3 3t—l—3 (t—l—l)(2t+1)
-2_2. .1 1
s:ol?»?).—3 3n+3(n+1)(2n+1)
egrec4:=3*u(n)-u(n-1)=3"n;#second membre exponentiel de base
3
init4:=u(0)=0;

sol4:=rsolve(eqrec4,u(t));#requéte d'une solution générale
sol44:=rsolve({eqrec4,init4},u);#requéte d'une solution

particuliere
egrec4:=3 u(n) —u(n—1) =3"
init4:=u(0) =0
_uoy (LY 331y
sol4—u(0)(3)+83 . (3)
_3.,_ 3 (1Y
sol44:= 23— 2 (3)
egrec5:=u(n)+2*u(n-1)+exp(-n);#second membre exponen tiel de
base e

init5:=u(0)=2*exp(1)/(2*exp(1)+1);
sol5:=rsolve(eqrech,u(t));#requéte d'une solution générale
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sol55:=rsolve({eqrec5,init5},u);#requéte d'une solution

particuliére

egrec5:=u(n) +2u(n—1) +e "

init5:=u(0) = > ier 1

t

o)
i le) . (-2)f
2e+1 2e+1

sol5:=u(0) (-2)

1 n
2e(-2)" (E) (-2)"
2e+1 2e+1 2e+1

s0l55 ;=

> eqrec6:=u(n)-1/2*u(n-1)=(1/2"n)-1;#second membre "mi xte"
init6:=u(0)=0;
sol6:=rsolve(eqrec6,u(t));#requéte d'une solution générale
sol66:=rsolve({eqrec6,init6},u);simplify(%) #requéte d'une
solution particuliere
egrec6:=u(n) — L un—1) = 1 -1
2 on

inité :=u(0) =0
t

5016 := u(0) (%)t—2+ (%) +

SOI66:=—2+(%)n+% (4nta) (_)n

> egrec7:=2*u(n)-u(n-1)=n"2+1/2”(n-1);#second membre m ixte
init7:=u(0)=1,
sol7:=rsolve(eqrec7,u(t));#requéte d'une solution générale
sol77:=rsolve({eqrec7,init7},u);#requéte d'une solution
particuliere

1

2n—l

egrec7:=2u(n) —u(n—1) =n’+

init7:=u(0) =1
o7=u0 (1) + L atre (1) -stra-a (L) v2n (L era)

n

so|77:=-3(1)n+l (4n+4) (1) —5n+1+2(n+1) (i n+1)
2) T4 2 2

VY Exercice M2
|Enoncé




Résoudre les équations de récurrence suivantes, d'abord en donnant la solution générale puis en
tenant compte des conditions initiales :
l.un—-5un—1)+6un—2)=2n+1aveau(0) =1etu(l) =4

2.un+2) —2u(n+1)+2u(n)=2"aveau(0) =0 etu(1) =1
32J§1nn—1y—4mn—2y+fcm(%nn):Ommmun:Oequ:2+J§

Solution
[l s'agit d'équations de récurrence linéaires du second ordre a coefficients constants et avec second
membre du type polynémial, exponentiel ou mixte. La commesudee résout toujours ce genre
| de probleme.
1.
> egrecl:=u(n)-5*u(n-1)+6*u(n-2)=2*n+1;#second membre
polynomial de degré 1
initl:=u(0)=1,u(1)=4;
soll:=rsolve(eqgrecl,u(n));#recherche de la solution générale
soll1:=rsolve({egrecl,initl},u);#recherche de la solution
avec conditions initiales
egrecl:=u(n) —5u(n—1) +6un—2)=2n+1
initl:=u(0) =1,u(l) =4
soll:=-(2u0) —u(1)) 3"= (-3u(0) +u(1)) "+33'+4+n—-72"
sol11:=53'-82"+4+n

> eqrec2:=u(n+2)-2*u(n+1)+2*u(n)=2"n;#second membre ex ponentiel
de base 2
init2:=u(0)=0,u(1)=1;
sol2:=rsolve(eqrec2,u(n));#recherche de la solution générale
sol22:=rsolve({eqrec2,init2},u);#recherche de la solution
avec conditions initiales

egrec2:=u(n+2) —2u(n+1) +2u(n) =2
init2:=u(0) =0,u(l) =1

e T (o1
mm,(—4 4j)(uu)|uu)+2mmn(1|)+(4 4q(mn

n

n 1 1 e (il n
—lu(l) +21u(0)) (1+1) +(—4 4I)(l ) +( 4+4|)(1+|)
1 .
+ > 2
=(-1r_1 n 1.1 g, Lo
i wmzr( ; 4q(1+n +( 4+-4Q(1 )"+ 2
| 3.
> egrec3:=u(n)=2*sqrt(3)*u(n-1)-4*u(n-2)+2~n*cos(n*Pi/ 6);

#second membre mixte
init3:=u(0)=0,u(1)=2+sqrt(3);
sol3:=rsolve(eqrec3,u(n));#recherche de la solution générale




sol33:=rsolve({eqrec3,init3},u);#recherche de la solution
avec conditions initiales

egrec3:=u(n) =2/3 u(n—1) —4u(n—2) +2ncos(% nnj

init3:=u(0) =0,u(1) =2+3
sol3:=% 1 (-y3 u(0 —Iu0)+u(1))(\/§—l)+—l(\/_u 0) —1u(0)

1)) (J?Jrl)n—zz“co{% nn) ~96y3 2" ° co{g (n—5) n)
— 243 2”_300{% (n—3) n) +144 2“‘%0{% (n—4) n)
+6V3 2’“%0{% (n—1) n) ~12 T_zcos(% (n—2)n)
+642“6cos(% (n—6) n)
0133:= -2 1(2+3) (V3 +1)" = 2 1(-2-3) (ﬁ—l)n—zz‘co{%nn)
~ 963 2"%0{% (n—5) n) —243 2“‘%0{% (n—3) n)
+144 2’_4005(% (n—4) n) +6V3 2”_100{% (n—l)n)

—12 2‘_2005(% (n—2) n) +64 2‘_600{% (n—6) nj

V Exercice M3

| Enonce

On reprend I'équation de récurrence qui n'a pas pu étre résolusa@vec , soit
uﬁ _1+3

u.=——""—

n

i 2u,_,+2

| Solution

On commence par visualiser le diagramme en escalier avec la méthode graphique exposée dans le
| cours. Rappelons qu'il s'agit de visualiser une dynamique discrete par un diagramme en escalier.

> restart;
f :=x->(x"2+3)/(2*x+2);#définition de la fonction
u:=n->f(u(n-1));#définition de la récurrence
u(0):=2;#assignation du premier terme
grafl:=plot([f(x),x],x=0..3,color=[black,black],thickness=2)
:#graphe de la fonction f
marche:=i->([u(i),u(i)],[u(i),u(i+1)]):#fonction-procédure
marche
escalier:=k->seg(marche(i),i=1..k):#fonction-procédure
escalier a partir de la premiére marche

aveay, = 2. Montrer graphiquement que la suite est convergente.




graf2:=plot([[u(0),0],[u(0),u(1)],escalier(3)]):#tracé de
I'escalier a partir de la condition initiale
with(plots):display({grafl,graf2});

foy, X A3
' 2Xx+2
u:=n—-f(u(in—1))
u(0) =2
3_
2_
1_
0 T )
0 1 2 3

La présentation du graphique est améliorée en utilisant I'opgxinde Drawing dans la barre
| contextuelle. On obtient alors :




0 T T T — T 1
0 1 Up=2 3

On constate bien que la suite converge vers un équilibre dont il est facile de déterminer les

) ) e P43
coordonneées en résolvant | equatlemm.
[ > solve(f(l)=1,));
-3,1

\ 4

:II y a deux solutions mais on retiért 1 au vu du graphique.

Exercice M4
[ Enoncé
Soit la suiteu, = U?f- 1 poura: reel strictement positif différent de 1. On saiegioe < 1, alors la
suite est convergente et de limite 1 et skdl, alors la suite diverge. Visualisez le comportenaen
| cette suite dans les cas- 0.25 e = 1.5.
:Solution
On commence par créer une fonction de deux variébtes<) = x* qui sera particularisée en
| f1(0.25,x) = x0'25etf2(1.5,x) =xt° pour traiter les deux cas posés dans la question.
> restart;f:=(alpha,x)->x"alpha;f1:=x->f(0.25,x);f2:=x ->f(1.5,
X);#préparation
f:= (0, x) >x*

f1:=x—f(0.25,X)
i f2:=x—f(1.5,%)
[ Reste a étudier séparément les deux cas, en appliquant la méthode "escalier". On choisit une
condition initiale a sa convenance, dans ce quugei0.25 quandx = 0.25 etu, =0.75 quand




o =1.5. L'amélioration des graphiques est effectués &dre appel a I'option Drawing du menu
| contextuel; elle est programmeée directement dans les optiafispdzy
| Casa=0.25:

> uw:=n->f1(u(n-1)):

u(0):=0.25:
grafll:=plot([f1(x),x],x=0..1.7,y=0..1.7,color=[black,black],
thickness=2):

marchel:=i->([u(i),u(i)],[u(i),u(i+1)]):
escalierl:=k->seq(marchel(i),i=1..k):
grafl2:=plot([[u(0),0],[u(0),u(1)],escalierl(3)]):

with(plots):
grafl3:=display({grafll,graf12}textplot({[1.64,1.04 typeset
(y=f1(x))],
[1.5,1.65,typeset(y=x)]}),font=[TIMES, 14] title=typeset("Cas
" alpha <1),titlefont=[TIMES,BOLD, 16],xtickmarks=[0,0.25,0.5,
1,1.5],ytickmarks=[0.5,1,1.5]):graf13;

Casa <1
y:
1,57
.25
11 Yy =X
0,57

v

0

| Casa=1.5:
> v:=n->f2(v(n-1)):
v(0):=0.75:
graf21:=plot([f2(x),x],x=0..1.7,y=0..1.7,color=[black,black],
thickness=2):
marche2:=i->([v(i),v(i)],[v(i),v(i+1)]):
escalier2:=k->seq(marche2(i),i=1..k):




4

graf22:=plot([[v(0),0],[v(0),v(1)],escalier2(7)]):
graf23:=display({graf21,graf22},textplot({[1.2,1.6,typeset(y=

f2(x))1,
[1.55,1.4,typeset(y=x)]}),font=[TIMES, 14],title=typeset("Cas

" alpha >1),titlefont=[TIMES,BOLD, 16],xtickmarks=[0,0.5,0.75,
1,1.5],ytickmarks=[0.5,1,1.5]):graf23;

Casl< o

1,5 y=X
1_

0,57

Exercice E1 (Multiplicateur-accélérateur de Hicks-Samuelson)

[ Enoncé

Dans sa version la plus simple, le modéle du multiplicateur-accélérateur de Hicks-Samuelson a pour
forme structurelle :

(1)Z =Y, (équilibre sur le marche des biens et services)

(2)Z =C, +|, (la demande globale est la somme de la consommation des menages et de

I'investissement des firmes. Il n'y a pas d'Etat et pas de relations avec le reste du monde)
(8)C,=cY,_, (fonction de consommation keynésienne avec retard)
4) l.=v (Yt Y 2) (fonction d'investissement dans l'optique théorique d'un effet
d'accélération)
ou Y l'offre globale en, C, la consommation des ménagebinvestissement des firmes. La
propefnsion a consommeest comprise entre 0 et 1. Le coefficient d'accélératast strictement
ositif.

ﬁ Montrer que I'évolution de l'offre est régie par une équation de récurrence linéaire d'ordre 2.
2. Résoudre cette équation de récurrence dans le cas général a I'aidesde. Quels

| commentaires vous inspire l'output?

| 3. Mener une étude classique de I'équation de récurrence a partir de son equation caractéristique.

4. Représenter graphiquement les différents types de trajectoires-solutions suivant les valeurs prises



| parc etv.
| Solution
1. On commence par écrire les 4 équations qui définissent la structure du modele. Il vaut mieux
éviter d'indicier les variables comme on le ferait a la main car il arrive que cette écriture soit mal
_interpretée par Maple.
> restart;

eql:=Z(t)=Y(t);

eq2:=Z(t)=C(t)+Iv(t);

eq3:=C(t)=c*Y(t-1);

eq4:=Iv(t)=v*(Y(t-1)-Y(t-2));

Z(t) =Y(1)
eq2:= Z()=C()+|()
eq3 C(ty=cY(t—1)
egd = Iv(t) =v (Y(t—1) = Y(t—2)) (5.1)

Le repérage de I'équation de récurrenceysar fait en utilisant d'aboriblve  sur toutes les
| variables endogenes, puis par extraction de la solutidh en
> solg:=solve({eql,eq2,eq3,eq4},{Y(t),C(t),Iv(t),Z(1)} )i
solY:=subs(solg,Y(t));
egrY:=Y(t)=solY;#équation de récurrence
solg:= {C(t) =c Y(t— 1), Iv(t) =vY(t—1) —vY(t—2),Y(t) =cY(t—1) +VvY(t—1)
—vY(t—2),Z(t) =cY(t—1) +vY(t—1) —vY(t—2)}
solY:=cY(t—1) +vY(t—1) —vY(t—2)
i eqrY:=Y(t)=cY(t—1) +vY(t—1) —vY(t—2) (5.2)
[ On est bien en présence d'une équation de récurrence linéaire d'ordre 2, a coefficients constants et
| sans second membre.
| 2. Maple résout toutes les équations de récurrence linéaires, a éaytiori

> Ysol:=rsolve(eqrY,Y(t));
Ysol = [ (-2vY(0) c =2 Y(0) —vY(0) @+ 2cviv—4v —cY(0) (5.3)

—cY(0) Y P+2cv+VP—4v +2VvY(0) +Y(1) c+Y(1) v

t
HJEr2cvi—av) (- 2V ]]/
—c—v—\/c2+20v+v2—4v

(2vv(0) ¢

(\/c2+2cv+v2—4v (—c—v—\/02+20v+\/2—4v)) +

+V2Y(0) —vY(0)y P +2cv+ VP —4v +2Y(0)

—cY(0) Yy P+2cv+VP—4v —2vY(0) —Y(1) c—Y(1) v
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+Y(1)Jc2+20v+v2—4v) - 2V ]t]/

—c—v+\/02+2cv+\/2—4v

(\/C2+2CV+\/2—4V (—c—v+\/cz+20v+vz—4v))

[ Le résultat est indigeste. Il y a trop de parametres en jeu (comme souvent en économie ...). Il est
préférable de mener une étude classique de I'équation pour repérer les différentes dynamiques
| qu'elle peut engendrer.

3. Il suffit d'appliquer la théorie mathématique. Une solutioadqi® est de la form¥(t) = kr' et
I'équation caractéristique s'en déduit en remplagnt Y(t— 1) etY(t —2) par leur expression
| puis en simplifiant.
> eqdis:=subs({Y(t)=r"2,Y(t-1)=r,Y(t-2)=1},eqrY);
carac:=collect(lhs(eqdis)-rhs(eqdis),r)=0;#€équation
caractéristique
eqdis:= rP=cr+vr—v
i carac::r2+(—c—v)r+v=0 (5.4)
[ Passons au calcul du discriminant de I'équatiorcteniatique. On invoque la commande

discrim  dont le premier argument est une expression (etineréquation) et le second désigne
| I'inconnue. Des manipulations algébriques simples permettent de simplifier ce discriminant.

> disc:=discrim(lhs(carac),r);

disc:=algsubs(c"2+2*c*v+v"2=x,%);

disc:=subs(x=(c+v)"2,%);

disci=c+2cv+V—4v
disc:=x—4v

i disc::(c+v)2—4v (5.5)
[ Trois possibilités : le discriminant est strictempasitif, et alors I'équation caractéristique a deux
racines réelles; le discriminant est nul, auquel cas I'équation caractéristique admet une racine double

le discriminant est strictement négatif et I'équation caractéristique a deux racines complexes
conjuguées. En tenant compte du fait que 6 < 1 etv > 0, le premier cas correspond ici a la

configurationc >-v+ 2/ v, le second a=-v + 2/ Vv et le troisitme & <-v+2/v. Le
graphigue suivant synthétise ces observations. Les valeurs du coefficient d'accél&atioenv
abscisse; la propension a consoma®st en ordonnée; la courbe représentative est celle de la

fonctionv—c=-v + 2,/ v, dont on ne retient que la partie significative tracée en noir
(correspondanta & ¢ < 1 et0< v < 4) pour laquelle le discriminant est nul. La surfangaune
donne les coupley, ¢) pour lesquels le discriminant est positif. La surface en rouge donne les
| couples(v, ¢) pour lesquels le discriminant est negatif.

> with(plots):
grafl:=implicitplot(disc,v=0..5,c=-0.5..1,view=[0..5,-0.5.
.1.2],thickness=2):
grafla:=implicitplot(disc,v=0..4,c=0..1,view=[0..5,-0.5.
.1.2],thickness=2 filled=true):
graf2:=plot(1,v=0..5,color=black):
graf3:=plot([[4,-0.5],[4,1.2]],style=line,color=black):
grafd:=display(grafl,grafla,graf2,graf3):.graf4;

1"



4. On commence par créer deux fonctions-procédures pour chacune des racines de I'équation
| caracteristique.

> rac:=solve(carac,r);
r ac[1];racinl:=unapply(rac[1],(v,c));

rac[2];racin2:=unapply(rac[2],(v,c));
1

-1 1,172 —ay Loa L1 2 _
rac.—2c—i—2v-1—2\/c—|—2cv—i—v2 4v,2c+2v 2\/c-|—20v—i—\/2 4v

1 1 1

[ — — 2 —_—
20+2v+2\/c +2cv+V—4v
racinl::(v,c)—>%c+%v+%\/cz+20v+vz—4v
1 .,1, 172 _
S Ct SV 2\/0 +2cv+V—4v
P 1 1 1 >
racm2.—(v,c)—>zc+3v—?\/c +2cv+V—4v (5.6)

[ Si le discriminant est stritement positif, on a deawines réelles positives car leur produit vaut

v > 0 et leur somme vagt+ v > 0. La trajectoire d& est convergente si les deux racines sont
_inferieures a l'unité, divergente sinon.

> plot(racin1(0.25,0.8) "t+racin2(0.25,0.8)"t,t=0..20);
la convergence

plot(racin1(3.5,0.8) t+racin2(3.5,0.8)",t=0..2);#cas de la

t#cas de
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divergence
2,0-
1,8-
1,61
1,41
1,21
1,01
0,8-
0,6~
0,4-
0,2-

o 5 10 15 20

“5 0,5 1 1,5 2
t
=Si le discriminant est nul, la trajectoireYest toujours divergente puisque la solution est de la
_formekl\/vt—i— KtV v "
_> plot(racinl(2,2*sqrt(2)-2) +t*racin2(2,2*sqrt(2)-2) M, t=0.
3);




10+

0 1 2 3
t

Enfin, quand le discriminant est négatif, les deux racines sont complexes. Si leur module est
inférieur a 1, la trajectoire déconverge en oscillant. Sinon, la tajectoire est oscillatoire et
| divergente.

> plot(racin1(0.9,0.8)+racin2(0.9,0.8)"'t,t=0..100);# cas
oscillatoire convergent
plot(racin1(1.1,0.8)t+racin2(1.1,0.8)"t,t=0..100);#cas
oscillatoire divergent

2_

T T N T 1
40V 60 80 100
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20 40 \/ 6(\/ Yj 100
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¥ Exercice E2 (Evolution du prix d'un titre)

| Enonce

Pour toute période on noteP(t) le prix d'une action d(t + 1) son prix anticipé pour la période
suivante. Ce titre rapporte un dividende constanthaque période.
Un opérateur sur le marché des titres compare le prix de cB(tifret la somme actualisée au taux

constant (0 < i < 1) du dividende et de sa valeur prévue de revente,—ls%?i? (d+PXt+1)).

L'arbitrage se définit par la conditi®t) = %_H (d+P*t+ 1)) puisque la somme investie a la

| périodet est égale, du point de vue de l'opérateur, a la somme réecupérée a latpefiode

1. Le prix du titre est a son niveau d'équiliBressi le prix anticipé est €gal au prix courant :

Pe=P(t) =Pt + 1). Calculer ce prix d'équilibre. Montrer qu'il est égal & la somme infinie

| actualisée des dividendes que l'action rapporte. Comment interpréter ce resultat?

2. On suppose que les opérateurs du marché font des anticipations adaptatives sur le prix du titre. Lt
prix anticipé pour la période suivante est égal au prix qu'il avait anticipé pour la période courante

corrigé de l'erreur d'anticipation constat€8(t + 1) =P*(t) + h(P(t) — P%(t)) avec0O< h < 1.

a) Donner la loi séquentielle d'évolution du prix du titre.

b) Résoudre cette équation de récurrence.

c) Montrer que toutes les trajectoires du prix convergent vers le prix d'équilibre.

| d) Donner une représentation graphique du phénomene.

3. On suppose a présent que les opérateurs font des anticipations rationnelles parfaites. Le prix
prévu est toujours égal au prix de la période suivafite =+ 1) = P(t).

a) Donner la loi séquentielle d'évolution du prix du titre.

b) Résoudre cette équation de récurrence.

c) A quelle condition le prix du titre converge vers sa valeur d'équilibre? Comment se produit une
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bulle spéculative?
| d) Donner une représentation graphique du phénomene.
| Solution
1. On commence par poser I'équation d'arbitrage, qu'on résowtavec sous la condition
| d'égalité du prix anticipé au prix courant.
> restart;
eql:=P(t)=1/(1+i)*(Pa(t+1)+d);
Pe:=solve(subs(Pa(t+1)=P(t),eql),P(t));
. _ Pa(t+1) +d
eql =PV = 1+i
d

Pe:= n (6.1)

Manifestement, le prix d'équilibre est égal a la somme infinie des termes d'une suite géométrique de

premier termeL. et de raisonL. :Pe= Z d :
1+ 141 k:1(1+|)

le paquetage (riche en possibilit€&s)mTools pour accéder a la comman@emmation afin de
| confirmer ce résultat.

> with(SumTools):
Summation(d/(1+i)"k,k=1..infinity);

. - Une fois n'est pas coutume, on charge

iﬁ 6.2)

[ Ainsi, le prix d'équilibre de I'action est la somme actualisée des dividendes qu'elle rapporte. Il

| s'interprete comme la valeur fondamentale du titre.

2.

a) Quand les anticipations sont adaptatives, on dispose de deux équations pour déterminer la loi
| d'évolution sequentielle du prix du titre.

> eq2:=subs(t=t-1,eql);
eq3:=Pa(t+1)=Pa(t)+h*(P(t)-Pa(t));#formation des
anticipations
Pa(t+1):=solve(eql,Pa(t+1));#assignation de Pa(t+1)
Pa(t):=solve(eq2,Pa(t));#assignation de Pa(t)
egr:=P(t)=solve(eq3,P(t));#équation de récurrence en P(t)
. _ Pa(t) +d
eg2 . =P(t—1) _1—+i
eg3:=Pa(t+ 1) =Pa(t) +h (P(t) —Pa(t))
Pa(t+1) =P(t) +P(t)i—d
Pa(t) :=P(t—1) +P(t—1)i—d
-P(t—1) —P(t—21)i+hP(t—1) +hP(t—1)i—hd
i -1—i+h
b) On fait appel &solve pour résoudre cette équation de récurrence lindaiggemier ordre a
| coefficients constants et second membre constant.
> P(t):=simplify(rsolve(eqr,P(t)));

eqr ;= P(t) = (6.3)
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“1—i+h+hi\' “1—i+h+hi\
P(0) . i+d—d .
L ) -l I

;Au prix de quelgues manipulations, on donne une forme plus agréable/lisible a la solution.
> P(t):=subs(((-1-i+h+h*)/(-1-i+h)) =b,P(t));

P(t):=expand(P(t));

P(t):=collect(P(t),b);

P(t):=subs(b=((-1-i+h+h*i)/(-1-i+h)) t,P(t));
_ PO)bi+d—db

P(t) := |
P(t) =P(0)b+lﬂ—$
P(t) :(P(O)—iﬂjm%
_ _dY(-1-i+h+hi\' d
P(1) .—(P(O) i )( g ) + 3 (6.5)

| On en tire la suite-solution comme fonction-procédure a l'aideaeply .

> p:=unapply(P(t),0);

_ _dY(-1—i+h+hi\' d
I p=t= (PO - ) (F50 0 )
) Il est temps d'introduire les hypotheses sur les paramettes

> assume(0<i,i<1,0<h,h<1);

(6.6)

Des tests directs montrent qi}el__l I—+i Z_T]h ! est toujours un nombre de lintervalle ouvert
_10; 1[.
> is((-1-i+h+h*)/(-1-i+h)<1);
i 5((-1-i+h-+h*i)/(-1-i+h)>0);
true
i true (6.7)

En conséquence, le prix de l'actif converge veransozau d'équilibre?— pour toutP(0). Quand les

anticipations sont adaptatives, la valeur fondamentale de I'action correspond a un équilibre
dynamique globalement stable.

d) A partir de I'expression de la solution générale, on créeuanzgxply une fonction-procédure a
deux variablestetP(0). Comme Maple refuse un argument du typ@), on renomme le prix de
| départ paPO.

> P(t):=subs(P(0)=P0,P(t));

p:=unapply(P(t),(t,P0)); t
— _d -1—i+h+hi d
P(t)"(m i )( -1—i+h )+

(6.8)
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d)(—l—i+h+hijt+g 6.8)

p;(t’PO)_’(PO_T “1—i+h i

On pourra alors tracer facilement plusieurs trajectoires dans le méme graphe par variation de la
condition initiale. Naturellement, il faut préalablement attribuer - assez arbitrairement - des valeurs
| aux parametred i eth.

> d:=50;#montant du dividende
i :=0.05;#taux d'actualisation
h:=0.15;#parametre de correction d'erreur d'anticipation
plot({[seq([t,p(t,500)],t=0..500,10)],[seq([t,p(t,750)],t=0.
.500,10)],[seq([t,p(t,1000)],t=0..500,10)],[seq([t,p(t,1250)
],t=0..500,10)],[seq([t,p(t,1500)],t=0..500,10)]},style=

point);
d:=50
i :=0.05
h:=0.15
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3. 0n prépare cette question en désassignant les variables et paramétres et en introduisant
| I'hypothése des anticipations rationnelles parfaites.

> d,i,h,Pa(t+1),P(t):='d",'I",'h",'Pa(t+1)",'P(t)";
#désassignations
eq3:=Pa(t+1)=P(t+1);#formation d'anticipations rationnelles
parfaites
d,i,h, Pa(t+1),P(t) :=d,i,h,Pa(t+1), P(t)
eg3:=Pa(t+1) =P(t+1) (6.9)
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a) La loi d'évolution du prix du titre est I'équation de récurrence obtenue en injectant I'expression du
| prix anticipeé deduite de I'équatienl dans I'équation des anticipaticas3.
> Pa(t+1):=solve(eql,Pa(t+1));

eqr:=eq3;#loi d'évolution séquentielle du prix de I'action

Pa(t+1):=P(t) +P(t)i—d
i eqr :=P(t) +P(t) i —d=P(t+1) (6.10)
| b) La résolution deqr ne présente aucune difficulté paisolve .
> P(t):=rsolve(eqr,P(t));
St

t_dild+n | iﬂ 6.11)
:On arrange l'allure de la solution par quelques manipulations.
> P(t):=subs((1+i)"t=b,P(t));

P(t):=collect(P(t),b);

P(t):=subs(b=(1+i)"t,P(t));

P(t) :=P(0) (1+1)

P(1) =(P(0)—iﬂ) b+i9
P(t) =(P(0)—iﬂj b+i9
P(t) = (P(O) — IQ) (1+i)t+iQ (6.12)

;c) Bien que ce soit évident, on demande & Maple de confirmer que le processus est explosif.
> assume(i>0,i<l);
i s(1+i>1);
limit((1+i)"t, t=infinity);
true
L @ (6.13)

En fait, trois cas se présententP&0) = IQ la trajectoireP(t) est une suite constamment égale a la
valeur fondamentale; Bi(0) > IQ la trajectoireP(t) est une suite monotone croissante qui tend

vers l'infini et s'interpréte comme une bulle spéculatiié(@) < IQ la trajectoiréP(t) est une

| suite monotone décroissante qui tend vexs

d) La représentation graphique de ces trois cas est aisée. On commence par créer une fonction-
procédure de deux variables indiquant que la suite-solution dépend du temps et de la condition
initiale.
> P(t):=subs(P(0)=P0,P(t));#remplacement obligatoire d e P(0)
par PO
p:=unapply(P(t),(t,P0));#création d'une fonction-procédure
P(t) = (PO— Iﬂ) (1+D'+ iﬂ

p:=(t,F>0)—>(F>0—iﬂj(1+i)t+ig (6.14)
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| Apres avoir calé les parametres, on invogjae .
> d:=50;#montant du dividende
I :=0.05;#taux d'actualisation
plot({[seq([t,p(t,500)],t=0..50,2)],[seq([t,p(t,750)],t=0.
.50,2)],[seq([t,p(t,21000)],t=0..50,2)],[seq([t,p(t,1250)],t=
0..50,2)],[seq([t,p(t,1500)],t=0..50,2)]},style=point);
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