CALCUL DES VARIATIONS : EXERCICES CORRIGES

Bernard Dupont
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V Exercice M1

 Enonce

Déterminer les extrémales éventuelles des fonctionnelles suivantes :
1

LV(x) =| (tx+2x%) dtavecx(0) =1 etx1) =2.
J

0
1

2.V(X) =J (2xd +x°+x') dtavecx(0) =2 etX1) =26 + € 2
0

1
3.V(x) :J (tx+ x2) dt avecx(0) =1 etx1) = 0.

. O

4.V(x):J (E+x2+2xé) dt.
02
w2
5.V(x)—J [—2] dtavecx(1l) =1 etx2) =2.
1

t

1

2
6.V (X) :J (X% —x2) dt aveex(0) = 1 et{%) =0.
0

2

| Quand une extrémale existe, précisez sa nature.

| Solution

Toutes les questions se traitent "mécaniquement”. On commence par charger le paquetage
| Vari ati onal Cal cul us pour faire appel aux commandesl er Lagr ange etConvex.

2
8.V(x) =J (>% — x?) dt avecx(0) =0 et>{£j =1.
0

> restart:
| with(Variational Cal cul us):
[ Ceci fait, on donnera dans chaque cas d'espéced&sipn de l'intégrande; on récupérera I'équation
| d'Euler-Lagrange qu'on résoudra asiecl| ve; enfin, on étudiera la nature de I'extrémale.
| 1. On posdl(t) =tx+2 X,
> fl:=t*x(t)+2*diff(x(t),t)"2;




sol 1: =Eul er Lagrange(f1,t, x(t));

eul agl: =sol 1[ 1];

dsol ve({eul agl, x(0) =1, x(1) =2}, x(t));
Convex(f1,t,x(t));

2

fl:=tx(t) +2 (% x(t))

¢
soll = {t—4 [—2 x(t)]}
dt

¢
eulagl:=t—4 [— x(t)]

dt?
x(t)=it3+§t+1
00
, true (1.1)
0 4

;Le programme admet une extrémale qui minimise gévhaht la fonctionnelle.
| 2. On posé2(t) =2 X6+ + X'
> f2:=2*x(t)*exp(t)+x(t) 2+diff(x(t),t)"2;

sol 2: =Eul er Lagrange(f2,t, x(t));

eul ag2: =sol 2[ 1] ;

dsol ve({eul ag2, x(0) =2, x( 1) =2*exp(2) +exp(-2)}, x(t));

Convex(f2,t,x(t));
2

f2::2x(t)et+x(t)2+(% x(t))
d2
sol2::(2é+2x(t)—2(¥x(t)j}
d2
eulagZ::Zé—i—Zx(t)—Z(? x(t)]
_1 d(4é+2e?-4e'-e) 1 e'(-5e+aé+2e?) 1
X(t) = 3 e -5 Ny +5 te
20
, true (1.2)
2

;Le programme admet une extrémale qui minimise gévbaht la fonctionnelle.
| 3. 0N posd3(t) =tx'(t) +x'(1)2
> f3:=txdiff(x(t),t)+diff(x(t),t)"2;
sol 3: =Eul er Lagrange(f3,t, x(t));
eul ag3: =sol 3[1];
dsol ve({eul ag3, x(0) =1, x(1) =0}, x(t));
Convex(f3,t,x(t));




dt?
X(t) —%F—%Hl
00
, true

;Le programme admet une extrémale qui minimise gévhaht la fonctionnelle.
| 4. On posé4(t) =x(t)% +x' ()2 +2 x(t)€.
> f4:=x(t)"2+di ff(x(t),t)r2+2*x(t)*exp(t);

sol 4: =Eul er Lagrange(f4,t, x(t));

eul ag4: =sol 4[ 1] ;

dsol ve(eul ag4, x(t));

Convex(f4,t,x(t));

f4:=2xt € +x(t)%+ (% x(t))
d2
sol4:= [2é+2x(t) -2 (? x(t)j}
d2
eulagd =2 é+2 x(t) —2 (? x(t)]
X(t) =et_C2+e_t_C1+%tet

20
, true

| globalement la fonctionnelle.
2

X1~
l €
> f5.=diff(x(t),t)r2/t"2

sol 5: =Eul er Lagrange(f5,t, x(t));

eul ag5: =sol 5[ 1] ;

dsol ve({eul ag5, x(1) =1, x(2) =2}, x(t));
Convex(f5,t,x(t));

5. On posd5(t) =

(1.3)

(1.4)

Pour tout jeu de deux conditions aux bornes, lenaragne admet une extrémale qui minimise



d? d
(0] a(§0) 2(§wo)
5o [dtz +4 p X(t) 2 pm X(t) i
: P2 3 ' P2 1
¢
2(—2x(t)] 4(ix(t))
eulagb = - dr + dt
t? £
6 13
X(t) = . + - t
00
2
2 [0 = 1.5

;Le programme admet une extrémale qui minimise globalement la fonctionnelle.
| 6. 0N posd6(t) =x(t)% —x'(t)%
> f6:=x(t)"2-diff(x(t),t)"2;

sol 6: =Eul er Lagrange(f6,t, x(t));

eul ag6: =sol 6[ 1] ;

dsol ve({eul ag6, x(0) =1, x(Pi /2)=0}, x(t));

Convex(f6,t,x(t));
2

f6:=x(t)% — (% x(t))
s0l6:= {2 X(1) +2 d—zx(t) x(2+ (9 2—K
B dt? ’ (dt ) 1

&
eulag6:=2 x(t) +2 [—2 x(t)j

dt
X([t]) =coq[t])
2 0
,false (1.6)
0 -2

Le programme admet une extrémale mais, puisquealesns propres de la matrice hessienne sont

| de signe opposé, elle ne correspond ni @ un minimum ni a un maximum global de la fonctionnelle.
1

| 7. On posé7(t) = (1+x(1)2) °

> f7:=(1+di ff(x(t),t)"2)"(1/2);
sol 7: =Eul er Lagrange(f7,t,x(t));
eul ag7: =sol 7[ 1] ;
dsol ve(eul ag7, x(t));
Convex(f7,t,x(t));




eulag7 := N -
(1 (Sx0) ) Jre (Do)
x(t) = _Clt+ C2

0 0

2
o (%X(t)) N 1 0< )

(1+(i x(t))zjgl2 /1+(i x(t))z (1+(%X(t)j ]
it it

_Quelles gue soient les conditions aux bornes, le programme admet une extrémale qui minimise
globalement la fonctionnelle (les deux valeurs propres de la matrice hessienne sont positives ou
| nulles).
| 8. On posd8(t) =x(t)% —x'(t)
> f8:=x(t)"2-diff(x(t),t)"2;

sol 8: =Eul er Lagrange(f8,t, x(t));

eul ag8: =sol 8[ 1];

dsol ve({eul ag8, x(0) =0, x(Pi /2)=1},x(t));

Convex(f8,t,x(t));

false (1.8)

0 -2

Le programme admet une extrémale mais, puisquelesns propres de la matrice hessienne sont
| de signe opposé, elle ne correspond ni a un minimum ni a un maximum global de la fonctionnelle.
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Exercice M2

 Enonce
Etudier le programme :
T

extJ:[ X'(t) dtavecx(0) =o etx(T) =
‘0
;Solution
> restart;
wi t h(Vari ati onal Cal cul us):
jr=di ff(x(t),t);
sol : =Eul er Lagrange(j,t, x(t));
sol 1: =dsol ve({sol [ 1], x(0) =al pha, x(T)=beta}, x(t));
= a X(1)
dt
sol := {0, 0=K,, 1=K}

Error, (in dsolve) not an ODE systemw th respect to the
L unknowns [ x(t)]

L'équation d'Euler-Lagrange est réduite a ... 0 =uirément dit, n'importe quelle fonctiaqt)

vérifiant les conditions aux bornes convient. Le programme admet donc une infinité d'extrémales,
qui sont a la fois des minima et des maxima globaux puisque l'intégrande est a la fois convexe et
| concave comme le montre la matrice hessienne.

> Convex(f,t,x(t));

H

Exercice M3

| Enonce
Expliquez pourquoi le programme :
5

extJ:J (t+ y(t)>+3y(t)) dtavegy(0) =3 ety(5) =3
0
| n‘admet pas de solution.
| Solution
;Le traitement direct du probléme amene un message d'erreur :
> restart;
wi t h(Vari ati onal Cal cul us):
h: =t +y(t)"2+3*di ff(y(t),t);
sol : =kul er Lagrange(h, t,y(t));
eul ag: =sol [ 1] ;
sol _eul ag: =dsol ve({eul ag, y(0)=3,y(5)=3},y(t));
hi=t+y(t)*+3 (% y(t))

sol :={2y(1)}

6
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eulag:= 2 y(t)
Error, (in dsolve) expected an ordinary differential equation.
| Recei ved: 2*y(t)
L'équation d'Euler-Lagrange n'est pas une équaltftérehtielle. En fait, I'extrémale est la fonction

constante nulley(t) = 0. Cette fonction ne satisfait pas les conditions aux bornes, par conséquent le
| probleme n‘admet pas de solution méme si l'intégrande est convexe.

> Convex(h,t,y(t));

H

Exercice M4

| Enonce
T

On considéere la fonctionnelle dépendant de deux varisijley) =J (x+y+ X + y'2) dt. Aprés
0
avoir compulsé l'aide en ligne, donnez le systeme des equations d'Euler-Lagrange puis déterminez

les extrémales (1) ety* (t).
| Solution

Deux fonctions inconnuesety interviennent dans la fonctionnelle. Ce n'est pas un probléme pour
Maple. L'aide en ligne indique que la commande Eul er Lagr aageepte en premier argument
un intégrande dépendant de plusieurs fonctions inconnues. Le troisieme argument est la liste ou
| 'ensemble composé des fonctions inconnues.

> restart:
wi t h(Vari ati onal Cal cul us):
fr=x(t)+y(t)+diff(x(t),t) 2+diff(y(t),t)"2;
sol : =Eul er Lagrange(f,t,[x(t),y(t)]);
eul agl: =sol [ 1] ;
eul ag2: =sol [ 2] ;

fi=x(t) +y(t) + (i x(t))z-l— (i y(t))

dt dt
d d d 2 rd 2
| =51—2—=Xx(t)|,1—2| —= y(t) |, X(t) +yt) — | = x(t) | —| = y(t
s 1 (dtzx()] (dtzy()]x() V(D) = (g X0 ] — (g vv)
_ 1}
d2
eulagl:=1—2 | — x(t
g [dtz ()]
2
eulag?2 := —2[% y(t)j 4.1)

La commandeélsol ve résout aisément ce systeme de deux équationsetifigites du second
| ordre.

> dsol ve([eul agl, eul ag2], [x(t),y(t)]);



L {x -1 + €+ Clt+_C2,y(t =1 ; O+ C3t+ 04} 4.2)

VY Exercice M5

| Enoncé
2

Soit le programme exdt= ‘ (tyY+yy+y"?)) dtavex(0) =0 etx(2) = 8. Aprés avoir compulsé
‘0

I'aide en ligne, cherchez I'expression générale de I'extrémal®denez une représentation

| graphique de quelques extrémales particulieres.

| Solution

La fonctionnelle dépend d'une fonction incongumnais l'intégrande combine cette fonction, sa
| dérivée premiere et sa dérivée seconde.

> restart:
wi t h(Vari ati onal Cal cul us):
fo=try(t)"2+y(t)*diff(y(t),t)+diff(diff(y(t),t),t)"2;

2 2
=ty +y(o) Z v | + ( jtz y(t )] (5.1)

=Sur la suggestion de 'aide en ligne, on effectue le changement de vdfigbtexyt), d'ou

Ly" (1) =x'(1).

> g:=subs({diff(y(t),t)=x(t),diff(diff(y(t),t),t)=diff(x(t),t)}
)

2

g:=ty(H)2+y(t) x(1) + (% () (5.2)

;On appligue la commandeil er Lagr ange a cet intégrande, qui dépend des fonctiosty.
> sol : =Eul erLagrange(g,t,[x(t),y(t)]);
eul agl: =sol [ 1];
eul ag2: =sol [ 2] ;
2
sol ;= {2 ty(t) +x(t),y(t) —2 [% x(t)]}
t
eulagl = 2 ty(t) + x(t)
2
eulag2:=y(t) —2 [% x(t)] (5.3)
t
_On nommey/st ar I'extrémale obtenue par résolution du systémeréifitéel formé par eul aglet

eul ag2. Afin de préparer la représentation graphique,ddigend non seulement td@ais aussi
| des deux constantes d'intégrati@i et_C2.

> dsol ve([ eul agl=0, eul ag2=0],[x(t),y(t)]);assign(%;ystar: =
unappl y(y(t), (t, _Cl, _C2));

=-2/t (_ClBesself 1/1) +_C2Bessel 141)), y(1)
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__a Besself 1,/t) + C2BesselX 1,/1)
'

ystar := (t,_C1, C2)

_, _CiBesself 1,/t) + C2BesselX 1y1)
Jt

[l ne reste plus qu'a donner des valeurs particuliéres aux constantes pour obtenir des trajectoires

| particulieres.

> plot([ystar(t,1,1),ystar(t,1,2),ystar(t,2,1),ystar(t,2,2)],t=
0..100,y=-1..1);

1_

(5.4)

y 0,57

T T T T 1
20 60 80 100

-0,57

-1-

Exercice E1 (microdynamique du monopole)

:Enoncé

Dans l'article de G.C. Evans "The Dynamics of the Monopoly" (American Mathematical Monthly,
February 1924), un monopole produit et vend un bien unique en gQarigfonction de codt de
production est quadratiqueC = o Q2 + B Q+y ou o B ety sont des parameétres strictement positifs.

La quantité produite dépend du prix et des variations de@rxa —b P+ h P', avea > 0,
b > 0 eth # 0. Les questions suivantes permettent de saisibistance du modele de Evans.

1. Donner l'expression du profit of i t en fonction du prix et de ses variations.




2. L'objectif de la firme est de déterminer la trajectoire optimale duPptjxqui maximise le profit
sur la période [d). Ecrire le programme intertemporel de la firme.
3. Déterminer I'extrémale du programme.

4. Représenter graphiquement l'extrémale correspondant aux valeurs de pacen@08sp=0.1,
| a=100, b=0.25, h=1, T=10 et pour les conditions aux borig®) =P(10) = 150.
| Solution
1. Une fois posées les expressions du produit et du codt, il est facile d'en déduire le profit par
| difference entre le chiffre d'affaires et le co(t.
> restart;
Prod: =a- b*P(t) +h*di ff(P(t),t);
Cout : =al pha* Pr od"2+bet a* Pr od+ganmm;
Profit:=P(t)*Prod- Cout;

Prod:=a—DbP(t) +h (% P(t))

cou:=a (a-bP() + (L Pt ) ) 4B (a—bPrt +h (S P)) +
2

Profit := P(t) (a—bP(t) +h (% P(t))) s (a—bP(t) +h (% P(t))) -8 (a 6.1)
d
] —bP(t) +h ( & P(t))) —y
2. Le programme de la firme est la maximisationadedmme des flux de profit, soit :

max
T

J (P(t) (a—bP(t) +h (% P(t))) —oc(a—bP(t) +h (% P(t)))

0
+h(% P(t)))—yjdt

3. L'extrémale, qu'on note i€st ar , est calculée par la commaride er Lagr ange du
| paquetag&/ar i at i onal Cal cul us.
> wi th(Variational Cal cul us):

sol : =Eul er Lagrange(Profit,t,P(t));

eul ag: =sol [ 1] ;

dsol ve(eul ag, P(t));

Pstar:=rhs(9%;

2—[3 (a—bP(t)

sol ::1a—2 bP(t) +20c(a—bP(t) +h(% P(t))) b+[3b+20c(—b(% P(t))

#n [ 25 e | e (a—be +h (4 pw) ) —a(a=bew

(e} - (a—bpw +n (L)) v (S pw) (P

—Zoc(a—bP(t) +h(% P(t))] h—Bh) :K1]

10



eulag:=a— 2 bP(t) +2oc(a—bP(t) +h (% P(t))) b+[3b+20c[—b (— P(t))

2
+h(d2 P(t)])h
dt

JbJ1+abt JbJ1l+oabt
Py=e ™ cote Mo 01+i (2oatp)bta
B B 2 b(1+ab)

JbJ1l+abt JbJ1l+obt

Pstar :=e h/e _C2+e h/a _Cl—{‘i (20a+B)b+a

2 b(1+ab)
4. Pour représenter graphiquement I'extrémale avec les valeurs fournies et les conditions aux borne:
on commence par récupérer I'expressioaweag avant de résoudre cette eéquation différentielle
| avec les conditions aux bornes. On nonfree mul la trajectoire solution.
> al pha, bet a, a, b, h: =0. 05, 0. 1, 100, 0. 25, 1;
eul ag;

(6.2)

o, B, a b, h:=0.05,0.1, 100, 0.25, 1

2
102.5250— 0.506250 P 1 + 0.10 ( % P(t) j (6.3)
t

=> dsol ve({eul ag, P(0) =150, P(10) =150}, P(t));

Psi mul : =unappl y(rhs(%,t);

2t

45 9. %
1418 e’ (—l—i—e 2) 1418 e * (ez —1) . 5468

P =" %5 45 27 & & 27
62 —e 2 62 —e 2
9 45 9 45
_t( 7) 1418 _Zt( 2 1) 5468
. _ 1418 e -1+e e e” —
Psimul :=t— 7 T -7 % % + 7 (6.4)
62 —e 2 62 —e 2

[ > plot(Psiml(t),t=0..10):

11
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Exercice E2 (arbitrage inflation-chdmage)

Enoncé
Cet exercice s'inspire du modeéle célebre de Dean Taylor développé dans l'artcle "Stopping Inflation
in the Dornbusch Model : Optimal Monetary Policies with Alternate Price-Adjustment Equations”
(Journal of Macroeconomics, 1989). L'idée générale est que l'inflation et le chbmage sont deux
fleaux qui génerent des pertes sociales. Si un arbitrage a la Phillips existe entre les deux, que doit
étre la meilleure combinaison inflation-chémage dans le temps? Dans le modele et I'exercice
propose ci-dessous, le chémage apparait indirectement a travers la différence entre le niveau de
production de plein emploi et le niveau de production courant.
On notel la perte sociale générée par l'inflation et le chgeyY la production courant&p la
production de plein empld®, le taux d'inflation courant &ele taux d'inflation anticipé.
Le modéle d'arbitrage intertemporel entre l'inflation et le chémage repose sur les trois équations
suivantes :

(WA= (Y—Yp)’+ o P, a>0.
(2) P=-B (Y—Yp) +Pe, B> 0.

(3) % Pe=j(P—Pe),0<j <1

L'équation (1) signifie qu'a toute date la perte sociale est la somme du carré des écarts entre |'object

12



souhaitableRe pour la production, inflation nulle pour les prix) et la valeur courante. L'équation (2)
est la relation de Phillips augmentée des anticipations. L'équation (3) fait I'nypothése que les
anticipations de prix sont adaptatives.
On veut répondre aux trois questions suivantes :
1.Montrer qu'a toute date la perte sociale est une fonction des anticipations de prix et de leurs
variations.
2.Le probléme des pouvoirs publics est de sélectionner la trajectoire optirRalgudeninimise la
perte sociale sur l'intervalle temporell0en tenant compte du fait que les agents ont une
préférence pour le présent mesurée par legaique, partant du taux d'inflation anticipé
Pe(0) =Pe0 > 0, il faut atteindre I'objectiPe(T) =0. Ecrire le programme correspondant.
3.Déterminer I'extrémale du programme.
4. Représentez graphiquement I'extrémale en preradi05, o=1, =0.5, j=0.2 et les
| conditions aux borneRe(0) =15 etPe(40) =0.
| Solution
| Avant tout, il faut poser les équations structurelles.
> restart;
eql: =l anbda=(Y(t)-Yp(t))~2+al pha*P(t)"2;
eq2: =P(t)=-beta*(Y(t)-Yp(t))+Pe(t);
eq3: =di ff(Pe(t),t)=*(P(t)-Pe(t));
eql:=A=(Y(t) — Yp(t))? + a P(t)?
eq2:=P(t) = -B (Y(t) — Yp(t)) + Pe(t)
d ,
eq3 = s Pe(t) =) (P(t) — Pe(t)) (7.2)
1. Comme souvent avec Maple, il faut de nombreuses manipulations pour obtenir un résultat qui

prendrait peu de temps a la main. On propose les étapes suivantes pour montrer que la perte socials
_instantanée ne dépend en définitive que des anticipations de prix et de leurs variations.
> eq31l: =P(t)=sol ve(eq3, P(t));
% Pe(t) +] Pe(t)
eq3l:=P(t) = j (7.2)

_> eq2l: =subs(Y(t)-Yp(t)=A eq2); eq22: =A=sol ve(eq21, A); eq23: =subs
(eq3l, eq22);

eg2l:=P(t) =-B A+ Pe(t)
-P(t) + Pe(t)

eq22 :=A=
p
d .
I Pe(t) + ) Pe(t)
- . + Pe(t)
eg23:= A= J ; (7.3)

> eqll: =subs(Y(t)-Yp(t)=A eql);eql2: =subs([eq23, eq31], eqll);
eql3: =l anbda=si npl i fy(rhs(eql2)) assuming j::real,beta::real,
al pha: : real;
eqll = A =A%+ o P(t)?

13



d .
a Pe(t) + ) Pe(t)

[ 2
eql2:=A= J

+ Pe(t)

d .
o (E Pe(t) +] Pe(t)j
+ >

p j
eql3:= 2 (7.4)

d 2 2/ d 2 2(d . 2.0 2
(E Pe(t)) +of (E Pe(t)) +2af (E Pe(t)jJPe(t)—i—och Pe(t)
28’

2. Il s'agit de minimiser la somme actualisée des flux de perte sociale, donc le probleme variationnel
est le suivant :

min
T 2 2
(i Pe(t)) +ap (i Pe(t)) +20f (i Pe(t))  Pe(t) + o 2 Pe(t)2
- pt dt dt dt dt
e 2.2
B
0
avec les conditions aux borriee(0) > 0 etPe(T) =0.
| On noterd  l'intégrande.
> f:=exp(-rho*t)*rhs(eqll);
fi= (7.5)
L (e‘p‘( 94 pgt) 2+a[32 94 pety "2 ap? (9 pet) ) jPet)
267 ( dt ) ( dt J ( dt J .

G Pe(t)zj)

3. On dispose de tous les éléments pour appeler a la rescousse la commandeagr ange du
| paquetag&/ar i ati onal Cal cul us.

> wth(Variational Cal cul us):
sol : =Eul er Lagrange(f,t, Pe(t));
eul ag: =sol [ 1] ;

e Pt (2 af (% Pe(t)) j+2 a2 Pe(t))
2p°

pe P! (2 (% Pe(t)) +20f (% Pe(t)) +2af ] Pe(t)j
i’

2
e (2L pert) | +2 02 [ pery Jrzoc[sz(i Pe(t))j
2 at dt

. 2
i’B

sol ;=

(7.6)

14



e P! (2 af’ (% Pe(t)) j+2ap Pe(t))

eulag:= (7.6)
2p°
-pt d 2(d o
pe (z(dtp )+2aﬁ(dt j—i-ZOLBJPe )
+ 2
ePt|2 d—zPe(t) +2af d—zPe(t) +20f [ pet)) ]
_ dt’ a2 ( d )J
2p°

La résolution de cette équation différentielle linéaire homogéne du second ordre a coefficients
| constants ne pose aucun probléme.

> dsol ve(eul ag, Pe(t));

(p+pof+ /Pt 200+ PPR 1 4aP Pt 42 PP+ dpafP) + 4pP ) )t

1
2 2
Pe(t) = Cle 1+op (7.7)
1 ( p—pap?+pP+20%ap + p2oPB* + 4apP2 + 4B 2+ 4pafli +4pa [341)
2 1+(x[32
+ C2e

4. Apres injection des valeurs fournies pour les parameétres, on récupeére |'équation d'Euler-Lagrange
| que I'on résout en tenant compte des conditions aux bornes.

> rho, al pha, beta,j:=0.05,1,0.5,0. 2;
eul ag;
Pest ar: =dsol ve({eul ag, Pe(0) =15, Pe(40) =0}, Pe(t));
p, o, B,j:=0.05,1,0.5,0.2

100.0000000 &-°5t (o.loo(di Pe(t)j +0.0200 I%(t))

"
+5.000000000 &% (2.50 % Pe(t)) +0.100 Fé(t))

2
— 100.0000000 &% (2.50[% Pe(t)] +o.1oo(% Pe(t))]
t

5 d Ty %(l—l—m)t . o (14Tt
Pestar := Pe(t) = - + (7.8)
VT _ Q=TT S HVIT _ T

Il ne reste plus qu'a veérifier graphlquement que les anticipations de prix décroissent continlment sur
la période pour s'annuler a la date terminale.

> plot(rhs(Pestar),t=0..40);

15
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